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Dans ce chapitre, K designera M, ou C. 

1 Espaces vectoriels 

Definition 1.1. : On appelle espace vectoriel sur K ( ou K-espace 
vectoriel ) un ensemble non videE muni d'une hi notee + et d'une 
autre hi notee . 7 note ( E, +, . ) 7 telles que : 

1 ) Pour tout x,y G E ; x + i/GE. 

2) Pour tout x,y G E ; x + y = y + x. 

3) Pour tout x E E ; x + 0e = x. 

4) Pour tout x E E ; —x E E. 

5) Pour tout x,y,zE~E 7 {x + y) + z = x + (?/ + z). 

6) Pour tout A E K ; x G E, Ax G E. 

7^ \.(/jL.x) = (X/jl).x VA, /I E K et Vx E E. 
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8) (A + n).x = X.x + \i.x VA, fi e K etVx <E E. 

9) X.(x + y) = X.x + X.y VA G K et Vx, y e E. 

10) 1.x = xVx e E. 

Les elements de K sont dits scalaires et ceux de E vecteurs. 
Exemple 1. : 

1) K est un espace vectoriel sur lui meme. 

2) C est un espace vectoriel sur IL 

3) M n'est pas un espace vectoriel sur C. 

4) M.[X] est un espace vectoriel sur WL muni des lois : 

(a 0 + a x X + ... + a n X n ) + (6 0 + hX + ... + b n X n ) = 

(a 0 + 6 0 ) + Oi + h)X + ... + (a n + b n )X n et 

A(a 0 + a\X + ... + a n X n ) = Aa 0 + Xa ± X + ... + Xa n X n . 

5) Soit E un espace vectoriel sur K 7 A un ensemble quelconque non 
vide, et 
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S = { applications f : A — > On pei^ definir sur S une structure 
d'espace vectoriel sur K par les his : 

Si f,g G S et X e K 7 alors 

f + g:A^E Xf-.A^E 

a i ► /(a) + _g(a) a i— ► A/ (a) 

6^ Soient E\ et E^ deux espaces vectoriels sur K. On definit une 
structure d'espace vectoriel sur E\ x i£ 2 

Oi, 2/i) + (£2,2/2) = ( x i + x 2, 2/i + 2/2) A(xi, 2/1) = (Axi, Ayi) avec 

A e K. 

D'une maniere analogue, E\ x ... x E n est un espace vectoriel sur 
K si Ei 7 ...,E n le sont. 



Exemples d'Espaces Vectoriels et 

Notations 



Exemple 1 : Le R-espace vectoriel R 2 
Definition de I'ensemble 

Le produit cartesien Rx R est note R 2 . C'est I'ensemble des couples (x, y) 
avec x element de R et y element de R. Ceci s'ecrit : 

R 2 :={(xj);x6R,j;£R} 

Remarque : I'ecriture (x, y) traduit un ordre sur les elements x et y ; x est la 
premiere composante du couple (x, y), y est la seconde. Done, si x est 
different de y, le couple (x, y) est different du couple (y, x). 

Definition de la loi interne 
Si (x, y) et (x', y') sont deux elements de R 2 , 

(x,y)+(x',y'):=(x + x',y+y') 

Definition de la loi externe 

Si est un reel, et (x, y) un element de R 2 

a(x,y).= (c*x,ay) 

Element neutre de la loi interne 

C'est le couple (0, 0), ou 0 designe le zero de R. 
Symetrique d'un element 

Le symetrique de (x, y) est le couple (-x, -y) 
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Exemple 2 : Le R-espace vectoriel R" 

Cet exemple generalise I'exemple precedent. 
Definition de I'ensemble 

Si n est un entier superieur ou egal a 2, le produit cartesien de n 
ensembles egaux a R, RxRx ... xR est note R". C'est I'ensemble des n- 
uplets (x v x 2 , ... , x n ) avec x v x v ... , x n elements de R. Ceci s'ecrit : 

R":= [(xpX 2 ,...,x M ); Vj, l<i<n^x i eRj 

Remarque 1 : De meme que dans I'exemple precedent, I'ecriture (x v 
x v ... , x n ) traduit un ordre sur les elements x,. ; x t est la /-erne 
composante du n-uplet (x v x v ... , x n ). 

Remarque 2 : Comme il est souvent impossible materiellement 
d'ecrire tous les elements d'un n-uplet (si n est grand), I'usage est de 
remplacer ceux que Ton n'ecrit pas par trois points '...'. 
Ainsi par exemple (x v x 2 , ... , x 5 ) designe le 5-uplet (x v x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ) ; 
c'est un element de R 5 . 
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Definition de la loi interne 

Si (x v x 2 , ... , x n ) et (y v y 2 , ... , y n ) sont deux elements de R" 

(x p x 2> ...,x M ) + 0 1> 7 2 ,...,j M ):=(x 1 +/ p x 2 +y 2 ,...,x n +yj 

Definition de la loi externe 

Si a est un reel, et (x v x v ... , x n ) un element de 

Element neutre de la loi interne 

C'est le n-uplet dont toutes les composantes sont egales au zero de R, soit 
(0, 0, ... , 0). 
Symetrique d'un element 

Le symetrique de (x v x 2 , ... , x n ) est le n-uplet (-x v -x 2 , ... , -x n ) 

Definition analogue pour C 2 et plus generalement C", espaces vectoriels 
sur C. 
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Exemple 3 : le R-espace vectoriel F(R,R) 
Definition de I'ensemble 

L'ensemble des fonctions de R dans R est note 
F(R, R). II peut etre muni d'une structure de R- 
espace vectoriel de la maniere suivante. 

Definition de la loi interne 
Soient/et g deux elements de F(R, R). On doit 
donner un sens a f+s ; ce doit etre un element 
de F(R, R) c'est-a-dire une fonction de R dans R. 

L'application f+s est done definie en donnant 
I'image de tout element reel x par f+ g , soit : 

Vx gR,(/ + g)(x):= f(x) + ^(x) 

+ : loi interne de F(R, R) 
+ : addition dans R 



Definition de la loi externe 

De me me, si a est un nombre reel et/un element de F(R, R), a f doit etre 
une fonction de R dans R. Elle est definie des qu'est donnee I'image de tout 
element de R soit : 

(cjO(x): =qf(x) 

Pour mieux comprendre le sens de cette definition, designons par un point la loi 
externe de F(R, R) et par une croix la multiplication dans R : 

(a. f)(x):= ax f(x) 
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Element neutre de la loi interne 

C'est I'application de R dans R definie par : 

Vx eR,/(x): = 0 

C'est la fonction nulle, qu'il est difficile de noter 0 

(car alors, on serait en droit d'ecrire 0(0) = 0, ce qui est difficile a 

decoder !). 

Symetrique d'un element /de F(R, R) 
C'est I'application g de R dans R definie par : 

Vx eR,£(x):= -f(x) 

Elle est notee -/. 
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Exemple 4 : le R-espace vectoriel des suites reelles 
Definition de I'ensemble 

Ensemble des suites reelles, note 5 = F(N, R), 
c'est I'ensemble des applications de N dans R. 
Definition de la loi interne 

Soient Z7 = (^ M )„ €N et v =( v »)»eN deux elements de S, u+ v est la suite definie 

Vn eN,W := U + V 

ou + designe I'addition dans R. 
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Definition de la loi externe 

De me me, si a est un nombre reel et u = ( u J n eN un element de S, 
est la suite <t) , definie par : 

\fn eN,T := axU 
n n 

ou x designe la multiplication dans R. 
Element neutre de la loi interne 

C'est la suite reelle dont tous les termes sont nuls ° = (° m )„€n , c'est-a-d 
la suite definie par : 

V«eN,0:=O 

Symetrique d'un element u = <u ) 

C'est la suite reelle u'=(U' ) „ definie par: \/neNU'=-u 
Elle est notee -U. 



Definition de la somme de N vecteurs 

II est possible de definir, par recurrence, I'addition de n vecteurs, . 
La structure d'espace vectoriel permet de definir I'addition de deux 
vecteurs, ce qui demarre la demonstration. 

Si la somme de n-1 vecteurs est definie, alors la somme de n vecteurs V lf 

, ... , V n , est definie par : 

12 n v 1 2 n-l' n 

Notation : 

12 Yl L~l ! 

1=1 

Cette definition decoule done de la propriete d'associativite. 
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Proposition 1.1. : Pour tout A G K et pour tout x G E 7 on a : 

1) X.O = 0 et 0.x = 0. 

2) \x = 0 ==> A = 0 ou x = 0. 

3) (-A)x = A(-x) = -Xx. 

Preuve : 1) A(0 + 0) = AO + AO = AO => AO = 0 et 

(0 + 0)x = Ox + Ox = Ox => Ox = 0. 

2) Ax = 0, si A 7^ 0 alors A _1 Ax = 0 =4> x = 0. 

3) (A + (-X))x = Xx + (-A)x = 0 =4> (-Ax) = -(Xx). 

Dans la suite (— X)x sera note —Ax et x + (— ?/) sera note x — y. 
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2 Sous-Espaces vectoriels 

Definition 2.1. : Soit E un espace vectoriel et F une partie non 
vide de E. On dit que F est un sous-espaee vectoriel de E 7 si la 
restriction des lois de E a F fait de F un espace vectoriel 
Proposition 2.1. : Soit E un espace vectoriel et F C E. Alors F 
est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si : 

1) F^0. 

2) a) x,y e F => x + y e F. 
b) x e F, A e K => \x e F. 
Preuve : =>) trivial. 

<=) A = -1 et y e F ^> —y e F d'apres b);xeF^x-yeF 
d'apres a) ; d'ou F est un sous-groupe de E. 

Les autres axiomes sont verifies pour tous les elements de E et done 
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a fortiori pour les elements de F. 

Proposition 2.2. equivalente : F est un sous-espace vectoriel de E 
si et seulement si : 



Preuve : Exercice. 
Exemple 2. ; 

1) Droite vectorielle : 

Soit E un espace vectoriel et soit v E E ; v 0 ; alors 

F = {y E E/3X E K;y = Xv} est un sous-espace vectoriel de E dit 

droite vectorielle engendree par v. 



1) F^0. 

2) x,y E F ; /x, A E K Xx + fiy E F. 
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2) Soient x\, x 2 E E et F = {y e E/3Ai, X 2 eK;y = XiXi + X 2 x 2 } y 
F est un sous-espace vectoriel de E dit plan vectoriel engendre par 
x\ et x 2 . 

£ ■ x = XiXi + X^x 2 

3) M n [Af] = { polynomes P G M\X]]degP < n} est un sous-espace 
vectoriel de M[X]. 

4) Soit F = {(x, y, z) G M 3 /2x + y + 3z = 0} est un sous-espace 
vectoriel de M 3 . 



Exemple SEV 



Exemples immediats : 

1. L'ensemble F defini par F={(x,y)eR 2 fx >o> est un sous-espace vectoriel de 
R 2 . 

2. L'ensemble F defini par ^={(x>7) e R 2 /jc >°> n'est pas un sous-espace vectoriel 
deR 2 . 

3. L'ensemble des fonctions continues sur R est un sous-espace vectoriel de I'espace 
vectoriel des applications de R dans R. 

4. L'ensemble des suites reelles convergentes est un sous-espace vectoriel de 
I'espace vectoriel des suites reelles. 

5.Soit F={(x, y )eR 2 /x>0} : c ' es t U ne partie de R 2 stable pour I'addition usuelle, 
mais elle n'est pas stable pour la loi externe (la multiplication par un reel). Ce n'est 
pas un sev de R 2 
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Remarques : 

1- La definition precedente fait ressortir les deux points suivants : 

Le symetrique de u calcule dans E est le meme que le symetrique de u calcule 
dans F. 

2- {o E } et E sont des sous-espaces vectoriels de E. 

3- Un sous-espace vectoriel de E contient necessairement {o E } . Ceci donne une 
methode simple pour prouver qu'un sous-ensemble n'est pas un sous-espace 
vectoriel : si °s n'appartient pas a F alors F n'est pas un sous-espace vectoriel de 
E. 
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Methodologie 

1- Pour repondre a une question du type " le sous-ensemble Fde I'espace 
vectoriel E est-il un sous-espace vectoriel de E ? il est judicieux de verifier 
que Q E appartient a F : 

Si o E appartient a F, cela prouve que F est non vide et on peut poursuivre 
en etudiant la stabilite de F pour les lois de E. 

Sinon on peut alors affirmer que F n'est pas un sous-espace vectoriel de E. 

2- Pour montrer qu'un ensemble Fest un espace vectoriel sur K, on peut 
chercher un espace vectoriel E qui contient F, puis prouver que Fest un sous- 
espace vectoriel de E. 



Caracterisation d'un sous-espace par la notion de combinaison lineaire 
Theoreme 

Soit E un K-espace vectoriel et F une partie de E. 
Fest un sous-espace vectoriel de E si et seulement si : 
•Fest non vide 

•Toute combinaison lineaire de deux elements de Fappartient a F : 

\/(u,v)eF 2 , V(oc,p)eK 2 > au+pveF 

Exemples: 

•L'ensemble P des fonctions polynomes de R dans R est un sous-espace vectoriel 
de ^(^ R ) , I'espace vectoriel des applications de R dans R. 
•L'ensemble P n des fonctions polynomes de degre inferieur ou egal a n est un 
sous-espace vectoriel de P, done de ^(R,R) 

•En revanche, pour , l'ensemble des fonctions polynomes de degre exactement 
egal a n n'est pas un sous-espace vectoriel de P. 

En effet ce n'est pas un ensemble stable pour I'addition des fonctions : par 
exemple les fonctions/et g definies par x+1 et -x+1 sont des fonctions 
polynomes de degre 1, mais leur somme ne Test pas. 
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Sous-espace engendre par une partie finie 

Theoreme de structure de I'ensemble des combinaisons lineaires 

Soit { v i' v 2> — > v p\ une partie finie du K-espace vectoriel E, alors I'ensemble des 
combinaisons lineaires des vecteurs v r v 2 , ... ,v p est un sous-espace vectoriel de E ; 
c'est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de I'inclusion) contenant les 
vecteurs W — ' V P : autrement dit, il est inclus dans tout sous-espace vectoriel 
contenant W — ' V P . 

Notation 

Ce sous-espace vectoriel est appele sous-espace engendre par v y v r ... ,y I est note : 

v «*({ v i' v 2 ^}) ou (w ou {v v 2'"" v „} 0U M{vV ... ,vj) 



u GVcct([v p v 2 , ... ,v p }) 
3 (X^^, ... ,X p )eKP /u= T^v^ X 2 v 2 + ... + ^ p v p 
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Exemples 

E etant un K-espace vectoriel, et u un element quelconque de E, 

I'ensemble F= {cai/a eK} est le sous-espace vectoriel de E engendre par {u} . 

II est souvent note 

Soit E I'espace vectoriel des applications de R dans R et les applications V € \ et<? 2 
definies par : v * eR > e 0 ( x ) = l > e l (x) = x et e 2 (x) = x 2 

Le sous-espace vectoriel de E engendre par {e 0 ,e p e 2 } est I'espace vectoriel des 
fonctions polynomes de degre inferieur ou egal a 2, c'est-a-dire de la forme 

fix h-» ax 2 + bx + c (f = ae 2 + be { + ce Q ) 

Methodologie 

On peut demontrer qu'une partie non vide F d'un espace vectoriel E est un 
sous-espace vectoriel de E en montrant que Fest egal a I'ensemble des 
combinaisons lineaires d'un nombre fini de vecteurs de E. 



7 



Exemple 

Soit r~ {(*>y>z) 6R 3 /x-7-z = o}. 

Untriplet u=(x,y,z) de R 3 est element de F si et seulement si x-y-z = o r 

c'est-a-dire si et seulement si x = y + z 

Done u est element de F si et seulement si u peut s'ecrire : 

u=(y + z,y,z) 

Or on a I'egalite : 

(y + z,y,z) = yQXO) + z(L,0X) 

Done F est I'ensemble des combinaisons lineaires de {(iXO),(i,o,i)} t 
e'est done un sous-espace vectoriel : e'est le sous-espace vectoriel engendre par 

{(U,o),(i,(U)} 
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Proposition 2.3. ; Solent F et G deus sous-espaces vectoriels de 
E. 

1) Fn G est un sous-espace vectoriel de E. 

2) FU G n 7 est pas en general un sous-espace vectoriel de E. 

3) Le complement (E — F) d 7 un sous-espace vectoriel F n'est pas un 
sous-espace vectoriel de E. 

Preuve : 1) FflG^H car 0 G F D G. 

x, y G F n G et A, \i G K =4> (x, y G F, A, \i G K) et (x, y G G, 
A,/iGK)^Ax + /ii/GFnG. 

2) On prend F (jt G et G (jt F, il existe done x G F ; x £ G et 
i/GG;y^F;ona done x, y G F U G. 

Si F U G est un sous-espace vectoriel alors x + ?/ G F U G ; c.a.d 
x + 2/GFoux + ?/gG. 

Si x + 2/ G F, alors (x + 2/) — x G F ?/ G F ; contradiction. 
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Si x + y E G, alors (x + ?/) — i/GG=^xGG; contradiction. 

3) Le complement (E — F) ne contient pas 0, done n'est pas un 
sous-espace vectoriel. 



3 Famille Generatrice 



Definition 3.1. : Une famille de vecteurs {v\, ...v p } d 7 un espace 
vectoriel E est dite generatrice si : \/x E E 7 3Ai, X p E K tel que 
x = Ai^i + ... + XpV P7 on dit que tout x E E est combinaison 
lineaire des vecteurs vi. 
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Remarque 1. ; Une telle famille ( finie ) n'existe pas toujours. 
Considerons M[X] et {Pi, P p } une famille finie de polyndmes, 
elle ne pent pas etre generatrice, car par combinaisons lineaires 7 on 
n'obtiendra que des polynomes de degre<Sup(deg Pi). 

Par contre pour M n [X] , la famille {1, X, X n } est une famille 

generatrice. 

Exemple 3. : 

1) Dans M? 7 {(1,0); (0, 1)} est une famille generatrice. 

2) Dans M? 7 {(1, 0); (0, 1); (1, 2)} est une famille generatrice. 

3) Dans M? 7 {(1, 1); (1, —1)} est une famille generatrice. 

4) Dans M. n 7 {(1,0, ...,0); (0, ...,0, 1)} est une famille generatrice. 



Exemples sur les C.L. 



Exemple 1: 

e = r 2 , espace vectoriel sur R. 
Soient les vecteurs ^ = (1,1,0) , v 2 = (i,i,i) et c^, a 2 , a 3 . Une combinaison 
lineaire de V v V 2 et V s est un element de la forme CL \ v \ +a i v 2 +a -2 v 2 ou^*®-: 
sont des nombres reels, c'est-a-dire, tous calculs faits, le triplet 

(ctj + , ctj + a 2 + ctj , a 2 + 2a 3 ) 

£ = R 2 , espace vectoriel sur R. 
Soit v x = (1,1) . Le vecteur v= (2,1) n'est pas combinaison lineaire du vecteur 

En effet, s'ill'etait, il existerait un reel a tel que v=av { ce qui 

equivaudrait a I'egalite (2,1) = (a, a) 

soit a = 2 et a=j , or 2 est different de 1 dans R. 



Exemple 2: 

E est le R-espace vectoriel des fonctions polynomes reelles. 
Soient 

f 0 la fonction polynome : 4! = o 
f 1 la fonction polynome : x hx 
f 2 la fonction polynome : x\^x 3 
f 3 la fonction polynome : xi-^x 3 
Mors les fonctions/et g definies par 

/:xbx 3 - 2x 2 - Ix- 4 
g.x h-» x 2 

sont des combinaisons lineaires des fonctions UJ\J^^ puisque il est 
possible d'ecrire : s= Q f 3 + f 2 +0 fi + 0 f 0 
et g = °f 2 +f 2 +°f l + °f 0 

Par contre, la fonction h-.x\-*x 4 n'est pas une combinaison lineaire des 
fonctions . 

En effet s'il existait dans R 4 tel que cette egalite equivaudrait a la propriete : 
pour tout x dans R, * 4 = a o +<* l x+a 2 x 2 +a 3 x 3 

D'ou, en derivant quatre fois, il viendrait 4! = o ce qui est faux dans 

R. 
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Exemple 3: 



E = c considere comme un R-espace vectoriel. 
Tout element de C s'ecrit d'une maniere unique sous la forme a+bi 
avec a et b reels. Cette propriete bien connue peut etre interpretee de la 
maniere suivante : 

Tout element de C est combinaison lineaire a coefficients reels des deux 
vecteurs 1 et / de C 
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Definition 3.2. : Un espace vectoriel est dit de dimension finie, 
s 7 il existe une famille generatrice finie 7 dans le cas contraire, on dit 
qu'il est de dimension infinie. 
Exemple 4. : 

1) M, n etM n [X] sont de dimension finie. 

2) W[X] est de dimension infinie. 

3) L'ensemble des combinaisons lineaires des vecteurs vi,...,v p note 
{vi, ...,v p } on (vi : ...,v p ) est un sous-espace vectoriel de E de 
dimension finie. 
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4 Dependance et Independance Lineaires 
- Bases 

Definition 4.1. : Soit vi : ...,v p une famille finie d'elements de E. 
On dit qu'elle est libre si : \\V\ + ... + X p v p = 0 =4> Ai = ... = X p = 0. 

On dit aussi que les vecteurs v\, v p sont lineairement 
independants. 

Une famille qui n'est pas libre, est dite liee ( on dit aussi que ses 
vecteurs sont lies ou lineairement dependants ). 
Exemple 5. : 

1 ) Dans M 3 ; les vecteurs v\ = (1, 2, 1) ; v 2 = (—1, 3, 1) et 
vs = (—1, 13, 5) sont lies car 2v\ + 3^2 — ^3 = 0. 

2) Dans M 3 , les vecteurs v\ = (1, 1, —1) ; v 2 = (0, 2, 1) et 
vs = (0, 0, 5) sont lineairement independants. 
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Proposition 4.1. : Une famille {vi : ...,v p } est liee si et seulement 
si Vun an moins des vecteurs Vi s'ecrit comme combinaison lineaire 
des autres vecteurs de la famille. 

Preuve : =>) 3Ai, X p non tous nuls tels que 
Ai^i + ... + XpVp = 0, si Xi 7^ 0, alors 

Vi = =tvi + ... + =^i-l + =^+1- + =tv P 



) 3v{ tel que Vi = a^i + ... + c^_i^_i + a i+ iv i+ i + ... + a p v p 
c.a.d a^i + ... + c^_i^_i — ^ + c^+i^+i + ... + a p v p = 0. 
Proposition 4.2. ; £cn£ {^i, ...,v p } une famille libre et x un 
vecteur quelconque de Vespace engendre par les Vi ( c.a.d x est 
combinaison lineaire des vi ), alors la decomposition de x sur les Vi 
est unique. 

Preuve : x = a\V\ + ... + oi p v p = X\V\ + ... + X p v p =4> 
(a i — Ai)^i + ... + [oLp — X p )v p = 0 =4> Xi = cti Vi = 1, 

Definition 4.2. : On appelle base une famille a la fois libre et 
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generatrice. 




Proposition 4.3. ; bolt \v\, ...,v n \ une 


base de hi. lout x G hi se 


decompose d'une fagon unique sur les Vi 7 


c.a.d\/x G i£ 


3!(Ai, A n ) £ IC 1 tel que x = A^. 

i=l 




Preuve : Proposition precedente. 




Proposition 4.4. ; bolt o = {^i, v n \ 


7_ _7 T7f T7 * _l 

ime base ae ii/. i/ existe 


alors une bijection : 




: E — > iT 




n 

X — ^ ^ ^i^i 1 > (^1? •••5 3?n) 

2=1 




Les scalaires Xi sont dits composantes de 


x dans la base 


B = {vi, ...,v n }. 




Exemple 6. : 
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k erne rang 

T 

1) Base canonique de JC 1 7 {e^ = (0, 1 , 0...0)/fc = 1, n}. 

2) Base canonique de R n [X] 7 {1, X, X n }. 

3) Soit F = {(x, y, z) G M 3 /2x + y + 3z = 0}. F es£ im sous-espace 
vectoriel de M 3 . 

On a v = (x,y : z) E F ^ y = —2.x — 3z done 

v e F o v = (x, -2.x - 3z, z) = x(l, -2, 0) + z(0, -3, 1), done 

(1, —2, 0) et (0, —3, 1) engendrent F. On verifie qu'ils forment une 

famille Ubre 7 done e'est une base de F. 

Proposition 4.5. ; 1 ) {x} est une famille libre ^ x ^ 0. 

2) Toute famille contenant une famille generatrice est une famille 
generatrice. 

3) Toute sous-famille d'une famille libre est libre. 

4) Toute famille contenant une famille liee est liee. 
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5) Toute famille {vi, ...,v n } dont Vun des vecteur Vi est nul 7 est liee. 
Preuve : 1) =>) Si x = 0 alors Xx = 0 pour tout A d'ou {x} est liee. 
<=) Xx = 0 => A = 0 car x ^ 0. 

2) Soit v p } une famille generatrice et {^i, v p: w\ : w q } 

une sur-famille. Alors Vx G E, 



3) Soit T = {^i, v p } une famille libre et T' une sous-famille de 
JF, quitte a changer la numerotation T' — {^i, Vk} avec k < p. 

Si JF' est liee, Tun des V{ serait combinaison lineaire des autres. 

4) Soit T = {^i, v p } et Q = {^i, Tun des 
vecteurs V{ est combinaison lineaires des autres vecteurs de JF, d'ou 
de G y d'ou Q est liee. 

5) {0} etant liee, toute sur-famille est liee. 



x = 
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5 Existence de Bases ( en dimension 
finie ) 

Theoreme 1. : Dans un espace vectoriel {0} de dimension 
finie, il existe toujours des bases. 

Preuve : Soit Q = {vi, ...,v p } une famille generatrice. Pour tout 
x E E, il existe ai, a p E K tels que x = a\V\ + ... + a p v p . 

a) Si tous les V{ etaient nuls E = {0} ce qui est exclu. Quitte a 
changer de numerotation on peut supposer v\ ^ 0. 

b) Li = {^i} est une famille libre, si elle etait generatrice, stop. 

c) Supposons Li non generatrice. Montrons qu'il existe 
v* E {^2 5 •••iVp} tel que {vi,v*} soit libre. 

Supposons le contraire ; c.a.d v\ est lie a chacun des i = 2, 
d'ou 3A 2 , A p ; v 2 = A 2 ^i, ^3 = A 3 ^i r .., v p = X p vi 7 alors 
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i=p 

x = 22 aiV% 

1=1 



1=2 
i=p 

= (ax + y^otiXijvi 

i=2 

ce qui entraine {^i} generatrice de E, faux. 

La famille L2 = {v\,v*} est done fibre, en changeant 
event uellement de notation, on peut supposer v* = v<i- 

d) Si L2 = {^1,^2} es ^ generatrice, stop. 

Supposons le contraire. En repetant le meme raisonnement que 
precedemment, on voit qu'il existe v* E {^3, v p } tel que la 
famille L3 = {^1,^2,^*} est libre. On construit ainsi une suite : 

Li £ L 2 £ L 3 £1 ... c Q 
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de famille libres et le processus peut etre continue tant que n'est 
pas generatrice. Mais Q est une famille finie et par consequent le 
processus doit s'arreter, eventuellement pour = Q. II existe done 
une famille libre et generatrice. 

Cette demonstration nous permet d'obtenir une autre version du 
theoreme precedent. 

Theoreme 2. : Soit E ^ {0} un espace vectoriel de dimension 
finie , alors : 

1 ) De toute famille generatrice on peut extraire une base. 

2) ( Theoreme de la base incomplete ). Toute famille libre peut etre 
completee de maniere a former une base. 
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6 Les Theoremes Fondamentaux sur la 
Dimension 

Theoreme 3. : Dans un espace vectoriel engendre par n elements , 
toute famille de plus de n elements est liee. 

Preuve : Soit T = ...,^ n } une famille generatrice et 

T' — {wi : ...,w m } une famille de vecteurs ( m> n). Montrons que 

T' est liee. 

1) Si Tun des wi = 0, T' est liee. Stop. 

2) Supposons tous les Wi non nuls, w\ = a\V\ + ... + Oi n v nj 

k;i ^0=> 3ai 7^ 0, quitte a changer la numerotation, supposons 

ai ^ 0 d'ou Vl = ± Wl - (%v 2 + ... + %v n ). 

Pour xGE, x = X\Vi + ... + \ n v nj en remplagant v\ par son 
expression, on constate que x est combinaison lineaire de w\ y 
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V2 r .. 7 v ny d'ou {wi, V2, v n } est generatrice. 

Considerons w^, ^2 = PiWi + /?2^2 + ••• + PnVn- Si 

P2 = 03 = ••• = Pn = 0, alors u>2 = P1W1. D'ou J 7 ' liee. Stop. 

Supposons que Tun des 7^ 0, pour fixer les idees disons /3 2 , on 

aura V 2 = ^^2 - ^(A^l + /?3^3 + ••• + PnV n )- 

En raisonnant comme ci-dessus, on voit que {^1,^2,^3, •••: v n} est 
generatrice. 

Ainsi de proche en proche, on arrive a remplacer vi 7 ... 7 v n par 
w\ r . n w n et {w\,W2, ...,w n } serait generatrice. En particulier, w n +i 
serait combinaison lineaire de wi,...,w n et done T' serait liee. 
Theoreme 4. : Dans un espace vectoriel E sur K de dimension 
finie 7 toutes les bases ont meme nombre d 'elements, ce nombre 
entier est appele dimension de E sur K et est note dirriKE. 

Preuve : Soient B et B' deux bases. Si B' avait plus d'elements 
que B elle ne serait pas libre car B est generatrice. 
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Corollaire 6.1. : Dans un espace vectoriel de dimension finie n 7 
toute famille de plus de n elements est liee 7 et une famille de moins 
de n elements ne pent etre generatrice. 

Preuve : Pour le 2 eme point, si la famille etait generatrice, on 
pourrait en extraire d'apres un theoreme du paragraphe 5, une base 
qui aurait moins de n elements. 
Exemple 7. : 

1) Si E= {0} ; on pose dim K E = 0, et E = {0} ^ dim K E = 0. 

2) dim K K n = n. 

3) dimuRnlX] = n+ 1. 

5) La dimension d 7 un espace vectoriel depend non seulement de E 

mais aussi de K 7 dim^C = 2 et dimcC = 1. 

Proposition 6.1. : Soient E\ 7 ... 7 E p des espaces vectoriels de 

dimension finie sur le meme corps K 7 alors 

dirriK(Ei x ... x E p ) = dirriKEi + ... + dirriKE p 
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Preuve : Soient {ai, a ni }, {61, b n2 },..., {Zi, Z n } des bases 

de E]_ Ep 

respectivement. 

La famille {(a i? 0, 0) i= i 5 ..., ni , (0, 6 i? 0, 0) i= i 5 ..., n2 , 
(0, 0, 0, Zz)z=i,..., n } est une base de Ei x ... x E p . 
Exemple 8. ; 

dim^C n = 2n e£ dimcC 71 = n. 

Theoreme 5. : SVn£ i£ wn espace vectoriel de dimension finie n. 
Alors 

1 ) Toute famille generatrice de n elements est une base. 

2) Toute famille libre de n elements est une base. 

Preuve : 1) De cette famille, on peut extraire une base, elle doit 
avoir n elements, done e'est elle meme. 

2) Cette famille peut etre completee pour former une base qui doit 
avoir n elements, done e'est elle meme. 
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Theoreme 6. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F 
un sous-espace vectoriel de E. Alors 

1 ) (UuikF < dirriKE. 

2) dim K F = dim K E o E = F. 

Preuve : On pose dim^F = n. 

1) a) Si dimj^F = 0 on a dimj^F < n. 

b) Si dim^F ^ 0, alors F ^ {0} et done F admet une base, 23, qui 
est une partie libre de F done de E => cardinal/3 < n d'apres 
Corollaire 6.1. 

2) <*=) Trivial. 

=4>) II existe une base B de F ayant n elements, elle est done libre 
dans F et par suite dans E, elle est done base de E ; theoreme 
2.6.3, done famille generatrice de E, done E = F. 
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7 Somme, Somme directe, Sous-Espaces 
Supplementaires 

Definition 7.1. : Soient E\, E 2 deux sous-espaces vectoriels d 7 un 
espace vectoriel E. On appelle somme de E\ et E2 le sous-espaee de 
E defini par : 

Ei + E 2 = {x e E/3xi e Ei,x 2 G E 2 \ x = x\ + x 2 }. 

Ei + E2 est un sous-espace vectoriel de E, en effet 

Ei, E 2 cEi+E 2 done Ei + E 2 ^ 0. 

a, (3 e K et x, y G Ei + E 2 =4> 3x\ G Ei, x 2 G E 2 et 

2/i G Ei, 2/2 G E 2 ; x = xi + x 2 et y = 2/1 + 2/2 d'ou 

ax + (3y = ax 1 + /?2/i + olx 2 + /3?/ 2 G Ei + E 2 . 
v v ' v v ' 

Proposition 7.1. : Soient E\ et E 2 deux sous-espaces vectoriels 
de E et Q = E\ + E 2 . La decomposition de tout element de Q en 



Printemps 2010 



Chap. III. EspacesVectoriels 



27 



somme d'un element de E\ et d'un element de E2 est unique si et 
seulement si E\ D E2 = {0}. On ecrit alors 5 = ^i0ft; et on dit 
que Q est somme directe de E\ et E2. 

Preuve : =4>) Soit xGEiDE2^x = x + 0 = 0 + x d'ou la non 
unicite. 

<^=) Supposons 

x = xi + x 2 = yi + V2 => xi - yi = 2/2 - x 2 e Ei n E 2 =4> x\ = y\ et 

X2 = 2/2- 

Definition 7.2. : £cn£ i£ im espace vectoriel et E\, E2 deux 
sous-espaces vectoriels de E. On dit que E\ et E2 sont 
supplementaires ( ou que E2 est un supplementaire de E\ ) si 
E= #i0 E 27 c.a.d E= Ei + E 2 et E 1 r\E 2 = {0}. 
Proposition 7.2. ; Soit E un espace vectoriel de dimension finie. 
Alors E = Ei (J) E2 si et seulement si pour toute base B\ de E\ et 
toute base B2 de E2, B\ U B2 est une base de E. 
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Preuve : =>) Soit B\ = {vi, ...,v p }, B2 = {^p+i, ••• 5 ^} des bases de 
Ei et E2, respectivement. Alors tout x G E s'ecrit de maniere 
unique sous la forme 

x = ot\Vi + ... + a p v p + \iv p +i + ... + X q - P v q =4> B\ U B2 est une 
base de E. 

<=) 

p q—p 

x = ^2 a i V i + X/ ^J V P+j ^ Ei + E 2 
i=l j = l ^ 

la decomposition etant unique suivant les bases de Ei et 
E 2 ^> Ei HE 2 = {0}. 

Corollaire 7.1. : Soit E un espace vectoriel Pour tout 
sous-espace vectoriel E\, il existe toujours un supplementaire ; le 
supplementaire de E\ n'est pas unique, mais si E est de dimension 
finie, tous les supplementaires de E\ ont meme dimension. 
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Preuve : On expose la demonstration en dimension finie. 

Soit {^i, v p } une base de Ei et soit n = dimxE, d'apres le 
theoreme de la base incomplete, il existe ...,w n tels que 

{vi, ...,Vp,w p +i, ...,w n } soit une base de E. En posant 
E 2 = {w p+ }, le sous-espace de E engendre par 

{w p +i : ...,w n }j on obtient un supplementaire de Ei dans E. 
Puisque le choix des Wi n'est pas unique, le supplementaire de Ei 
n'est pas unique ; cependant tous les supplementaires de Ei ont une 
dimension egale a n — p, p etant la dimension de Ei. 
Theoreme 7. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. 
Alors E = E\ 0 E2 si et seulement si : 

1) E 1 nE 2 = {0}. 

2) dimxE = dimxEi + dim^E^. 
Preuve : =>) D'apres la proposition 2.7.2. 

<=) Soit {^i, v p } une base de Ei et {w p +i : ...,w n } une base de 
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E2, n etant la dimension de E. Montrons que l'union des bases est 
libre : 

Ai^i + ... + X p v p + a p +iw p +i + ... + a n w n = 0 =4> Ai^i + ... + X p v p = 

V v ' 

6E1 

— (a p +iw p +i + ... + a n w n ) =4> Ai^i + ... + X p v p = 0 et 

v v ' 

a p +iw p +i + ... + a n w n = 0 => = A^ = 0 Vi = 1, p et 

Vj = 1, n — p 7 d'apres la proposition precedente E = Ei 0 E2. 

Exemple 9. : 

1) Dans R 2 7 E x = {v} et E 2 = {w} oil v et w sont deux vecteurs 
independants. 
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2) Dans R 3 7 soit II un plan vectoriel et v 0 II. On a R 3 = II (J) {^} 
car si {ei,e2} es£ ime base de U 7 alors {ei,e 2 ,v} est une base de 
R 3 . 




3) E = R n [X} 7 E x = R, E 2 = {XP(X)/P e R n -i[X}} 7 
E 1 r\E 2 = {0} et E= Ei + E 2 d'ou E= E 1 @E 2 . 
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Proposition 7.3. ; Soit E un espace vectoriel de dimension finie 
et Ei 7 E2 deux sous-espaces vectoriels de E. On a 
dim(Ei + E2) = dim Ei + dimE^ — dim{Ei Pi E2). En particulier 
dim(Ei (J) E2) = dim Ei + dimE^. 

Preuve : Posons dimEii = p, dim~Ei2 = q et dim(Ei D E2) — r 
(r <p, g). 

Considerons {ai, ...,a r } une base de Ei Pi E2 qu'on complete pour 
obtenir {ai, a r , 6 r +i, b p } une base de Ei, 
{ai, a r , e r+ i, e g } une base de E2. 

Tout vecteur de Ei + E2 s'ecrit en fonction des a^, bj et e^, 
1 < i < r, r-\-l<j<petr-\-l<k<q, qui forment alors une 
famille generatrice de Ei + E2. Elle est aussi libre car : 

{pL\ai + ... + a r a r ) + (^ r+i 6 r+ i + ... + f3 p b p ) + (7 r+i e r+ i + ... + 7^) =|= 0 
v v ' v v ' v v ' 



=.TGEinE 2 =yGEi =zGE 



2 
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On a,x-\-y + z = 0 


=4> = -(.x + y) =4> z e Ei H E 2 =^> z 




^ E 2 GEi 


s'exprime en fonction des ai d'ou 


7r+ie r +i + ... +7<? e 


g = (5iai + ... + 5 r a r mais {ai, a r , e r +i, e^} 


est une base de E2 


d'ou 7 r +i = ... = 7^ = 0 = 5i = ... = 5 r et on a 


alors z = 0 =4> x = - 


-y, on en deduit aussi que 


Pr+l = ••• = ftp = 0 


= ol\ = ... = ol Ti d'ou la famille est libre, d'ou 


base de Ei + E 2 . 




On en deduit 




dim(Ei+E 2 ) = 


r + (p — r ) + (q — r ) 




p + q — r 




dimEi + dim~Ei2 — dim(Ei D E 2 ). 



